
卒業論文概要集 2012 年 2 月 東北大学工学部建築・社会環境工学科

変形の局所化条件に基づく代表的な応力速度の特性比較

Character comparison of representative stress rate based on localization of deformation
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増分型構成則に用いる客観的な応力速度の選択によっては巨視的な応力‐ひずみの結果だけでなく局
所化予測の結果も違ってくる．そこで本研究では，各速度の持つ特徴を局所化予測から整理するという
目的で，Cauchy応力の Jaumann速度をはじめとした客観性を有するいくつかの応力速度を構成則に
用いて，平面ひずみおよび軸対称応力状態において変形局所化予測を行い，各物性パラメタが局所化に
及ぼす影響や変形局所化条件に基づいた客観的な応力速度の特性を比較した．
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1. まえがき
局所変形に対する解析的研究の中では，増分型構成則
には一般にCauchy応力の Jaumann速度が用いられる
ことが多いが，適用限界が存在する．本研究では， Jau-
mann速度を含めた客観性を有する 6種類の応力速度を
用いて変形局所化予測を行い，その特徴を比較する．

2. 構成則
増分型の構成則には客観性を有する応力速度
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と定義される．ここに vは速度，wはスピンである．

3. 例として用いる構成モデル
ここでは一例として非関連流れ則のDrucker-Prager
によるモデル1)を用い，そこでは変形速度の塑性成分 dp

は非共軸性を有し，弾性成分 deは増分型のHookeの法

則に従うとすると
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のように表現できる．ここに，プライムは偏差成分を
表し，H は硬化係数， σは相当応力， αは内部摩擦係
数， βは塑性的体積膨張係数， δij はKroneckerのデル
タ， h1は非共軸性を代表する材料パラメタ， µはせん
断弾性係数， κは体積弾性係数である．

4. 局所化条件
有限変形理論の枠組における局所化条件としてはHill

and Hutchinson2)のモデルを用いるとすると，

det |νiFijklνl| = 0 (10)

が成立したときに ν を法線とするせん断帯の局所化が発
生することになる．ここにF は， nominal応力速度 ṅ

と速度勾配で次式に定義した構成則の接線係数である．

ṅij = Fijklvk,l (11)

5. 解析結果
(1) 有限変形理論における解析結果
図–1 ,2に平面ひずみ状態における圧縮の場合の硬化
パラメタH/µおよび非共軸パラメタ µ/µのそれぞれの影
響による各応力速度の局所化予測の解析結果を示した．
平面ひずみおよび軸対称応力状態において，Truesdell
速度，Oldroyd速度，Biot速度は圧縮のみ局所化予測
が可能であるのに対し， convected速度は引張のみ局所
化予測が可能であった．局所化発生応力レベルに関して
は変形速度項 dikσkj+djkσkiの存在が大きく寄与し，例
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図–1 圧縮時のH/µの影響 (α = β = 0 , µ/µ = 0.1)
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図–2 圧縮時の µ/µの影響 (α = β = 0 , H/µ = 0.001)

えば Jaumann速度から変形速度項を減じたOldroyd速
度は， Jaumann速度に比べ引張では応力レベルが大き
いのに対し圧縮では小さくなり， Jaumann速度に変形
速度項を加えた convected速度はその逆の応答を示す．
一方で，図–1 ,2に示すように一般的な金属材料を想定
しα = β = 0とした場合は，体積膨張項 dkkσij の影響
はほとんど現れなかったため，以降では Jaumann速度
およびTruesdell速度を中心に議論を展開する．
図–1のH/µの影響に対しては，局所化応力レベルが
大きい速度ほどその変化率は小さいがせん断帯角度変化
率は大きく，局所化応力レベルが小さい速度ほどその変
化率は大きいが角度変化率は小さくなることが分かる．
また，H/µの値が大きいほど局所化応力値の差は縮まる
が，やはり変形速度項による影響が大きい．せん断帯角
度はいずれも 45度から離れ，ここでも変形速度項によ
る影響が顕著である．

図–2の µ/µの影響に対しては，局所化応力レベルが大
きい速度ほどその変化率と角度変化も大きく，局所化応
力レベルが小さい速度ほどその変化率と角度変化も小さ
い．局所化応力レベルに関しては， µ/µの値が大きいほ
ど Jaumann速度は比較的大きくなり非現実的なレベル
まで達してしまう可能性があるが，せん断帯角度は先と
は逆でいずれも 45度に漸近していく傾向にある．以上
より，現実的なレベルの局所化応力を得るためには材料
パラメタの同定を行うことが必要である．
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図–3 Jaumann速度を用いた場合 (平面ひずみ，圧縮)
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図–4 Truesdell速度を用いた場合 (平面ひずみ，圧縮)

(2) 有限要素解析法を用いた局所化予測
図–3 ,4に平面ひずみ状態において Jaumann速度お
よびTruesdell速度を用いた場合の有限要素解析法によ
る局所化の結果を示した．ここに例として用いたモデル
の境界条件は，下端完全固定で左右端は水平方向変位が
生じないよう拘束し，右上端に横幅の 1/10長さで鉛直下
向きに分布的に変位を与えた．これは圧縮問題として扱
う．またここでは，図中の値が小さい箇所から連続的に
局所化が起こることですべりが生じることを想定して
いる．なお，図中の凡例は局所化パラメタと呼ぶことと
し，白い部分は弾性域であることを示す．
図–1 ,2では Jaumann速度とTruesdell速度を用
いた場合の局所化応力値はひと桁程度の差があるが，
図–3 ,4の局所化パラメタにはそれほどの差はないこと
が分かる．しかし，やはりTruesdell速度の方が圧縮状
態では応力値は小さかった． 2つの図を見比べると，
パラメタのオーダーは違うものの Jaumann速度の方が
Truesdell速度に比べて明確なすべり線を予測している
のが分かる．

6. 結論
平面ひずみおよび軸対称応力状態の局所化において，

Jaumann速度とKirchhoff速度，また，Truesdell速
度とOldroyd速度における特性はそれぞれ互いに類似
しており，変形速度項の存在が局所化応力レベルおよび
せん断帯角度変化を決定づけることが分かった．また，
現実的なレベルの局所化応力を得るためには，応力速度
によっては材料パラメタに適用限界を課した上で解析を
行う必要がある．
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