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非均質梁の数値的平均物性評価に関する基礎的検討

A numerical evaluation of averaged property of heterogeneous beam
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近年，複合構造物において有限要素解析による直接的な性能照査設計の可能性が議論されており，微
視構造の陽なモデルの特性を数値的に平均化することができる均質化法によって梁や板といった構造部
材の平均化が試みられている．しかしながら，梁や板の平均的なせん断剛性の評価のための適切な周期
境界条件は見出されていなかった．そこで，本報告では平均的なせん断剛性の評価が可能な周期境界条
件の提案を行う．
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1. まえがき

近年，複合構造物において有限要素解析による直接的
な性能照査設計の可能性が議論されている．そのために
は，付着や摩擦が生じる異種材料界面の適切なモデル化
と，ずれ止め等の一体化のための複雑な微視構造のモデ
ル化が重要である．しかしながら，それらを陽に組み込
んだ有限要素モデルによる構造物全体の非線形解析は，
計算機の発達した現代でも現実的ではない．一方，複合
材料の微視構造の力学特性を平均的に評価する手法が
提案されている．その中で，微視構造の陽なモデルの特
性を数値的に平均化することができる均質化法により，
梁や板といった構造部材の平均化が試みられている1)．
しかしながら，梁や板の平均的なせん断剛性の評価のた
めの適切な周期境界条件は見出されていなかった．そこ
で，本報告では平均的なせん断剛性の評価が可能な周期
境界条件の提案を行う．

2. 2次元梁の周期境界条件

微視構造を表す空間の直交座標を yとし，有限要素に
よって離散化された梁の微視構造を，周期 rの 1次元周
期構造とする．曲率 φの曲げ変形に対する周期境界条件
は，対応する周期境界の節点ペアの曲げに起因する相対
変位の拘束条件

gb := ui
1 − ud

1 − yi
2φ|r| = 0 (1)

として表される．ここに， u1は節点の水平 (y1)方向変
位であり， yi

2は対応する節点の y2方向座標，上付きの
iおよび dは図–1に示すように周期境界の節点ペアのそ
れぞれ独立・従属な節点を意味する．同様に，せん断ひ
ずみ γに対する周期境界条件は，鉛直 (y2)方向変位 u2
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図–1 梁の微視構造における周期境界

の相対量の拘束

gs := ui
2 − ud

2 − γ|r| = 0 (2)

として規定できる．しかしながら，上記 2組のみの拘束
では，剛体回転を拘束しないので，例えば φ = 0， γ ,
0のときの微視構造は図–2に示すように変形せずに剛体
回転してしまう．そこで，微視構造の周期境界面の回転
θi， θdに関して

gr :=
1
2

(θi + θd) = 0 (3)

により剛体回転の拘束を実現する．以下，境界面の回転
を節点変位で表すことを考える．境界面の回転を境界面
上の節点から回帰される最小二乗近似直線の傾きとすれ
ば，境界面の回転は

θi =

np

∑

j∈i
u j

1y j
2 −G

∑

j∈i
u j

1

npI −G2
(4)

により決定される (dについても同様)．ここに， npは周
期境界上の節点数，

∑
j∈i は周期境界 iに属する節点に
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図–2 相対変位のみを考慮した場合の梁の微視構造

関する和， u j
1は節点 jの y1方向変位， y j

2は節点 jの y2

座標，GはG =
∑

j∈i
y j

2， I は I =
∑

j∈i
(y j

2)2である．断

面の回転が節点変位で表現できたので，回転の拘束条件
を Lagrange未定定数法により，つり合い式に加えて考
慮する．停留させる汎関数を

ΠL = Π + M̃gr (5)

と定義する．ここに，Πは系の全ポテンシャルエネル
ギ， M̃は Lagrange未定定数であり，せん断力に起因す
る曲げモーメントに等しい．上記の汎関数の停留条件か
ら得られる剛性方程式は

Ku − f + M̃
∂(θi + θd)

2∂u
= 0 (6)

および式 (3)となる．ここに，

∂(θi + θd)

2∂u j
1

=



1
2
· npu j

1 −G

npI −G2
( j ∈ i or j ∈ d)

0 (otherwise)

(7)

である．式 (6)に加えて，文献1)で述べられた方法によ
り相対変位の拘束条件 (1)， (2)を考慮することで解を得
る．

3. 2次元合成桁の数値解析結果

ずれ止めとして頭付きスタッドが埋め込まれた鋼コン
クリート合成桁の鋼とコンクリート界面の接触を薄くや
わらかい材料としてモデル化して解析を行い，せん断剛
性を比較した．解析対象は 4辺形要素を用いた 1110要
素， 1178節点で分割した．鋼のYoung率を 10，Pois-

son比を 0.3，コンクリートのYoung率を 1.0，Poisson

比を 0.2，界面を模擬するやわらかい材料のYoung率を
0.1，Poisson比を 0とした．
このモデルに周期境界条件によりひずみ γを与えた場
合とずれ止めの性能試験である押し抜き試験を模擬し，
変位境界条件を与えた場合を比較する．図–3に周期境界
条件モデルの変形，図–4に変位境界条件モデルの変形を
示す．

図–3 周期境界条件を用いた合成桁の変形

図–4 押し抜き試験体の変形

せん断剛性はスタッド内の 2節点の相対変位でせん断
力を除し規格化することで求めた．ここで，周期境界条
件モデルは回転をしているため，せん断に起因する相対
変位は実相対変位から回転に起因する相対変位を除くこ
とで得られる．スタッド内の断面の回転をモデル全体の
回転とすると，断面上の節点の y1方向変位の最小二乗
近似から，断面の回転 θ = −0.15となる．これに相対変
位の節点間 y2方向の長さを乗じることで，回転による
相対変位が得られ，その値は −0.030であった．これを
実相対変位 u1 − u2 = 0.23から引いて得られたせん断に
よる相対変位は 0.26である．周期境界条件モデルのせ
ん断力は周期境界 i上の節点の y2方向の力の合計で表さ
れる．せん断力は −1.06であった．また，変位境界条件
モデルの相対変位は 0.18であり，せん断力は強制変位
を与えた節点の y1方向の力の合計で表され，その値は
−0.50であった．

2つのモデルについて，それぞれ，せん断力をせん断
による相対変位で規格化して求められたせん断剛性は周
期境界条件モデルが 4.0であり，変位境界条件モデルが
2.8であった．
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