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変形の局所化帯の分布に及ぼす材料パラメータの影響

Effect of material parameters on development of localied bands of deformation
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Many experimental researches have carried out predictions of bearing capacity of spread foun-

dations. On the other hand, although many numerical analysis have been also reported, most

of them have resulted in in poor predictions of localized deformation patterns and their devel-

opments., except a few studies with softening effects or a double-slip theory. We here employ

the double-slip theory as well as a non-coaxial plasticity to simulate numerically developments

of deformation localization under spread foundations. We report effects of material parameters

on development of localied bands of deformation.
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1. 序論

砂地盤が破壊・崩壊に至る際には，すべり面と呼ばれ
る狭い領域に変形が集中した帯 (以降，局所帯)に沿っ
てすべりが生じる．したがって，この局所帯の発生は，
砂地盤の変形挙動や終局強度にも大きな影響を及ぼす重
要な要因であり，局所変形を予測することは，砂地盤の
強度予測に不可欠である．そのため多くの数値解析が行
われている．

そのような研究の一つとして，白戸・岩熊1)は，非関
連の J2流れ理論に非共軸項を加え，さらに二重すべり
モデルを導入して安定化した構成則をDrucker-Prager
モデルに拡張し，局所帯を追求した．そこでは，支持力
問題においてすべり線に良く似た局所帯が得られてい
る．しかし，強度予測においては，実験値よりもかなり
大きい予測をし，満足できる結果とはなっていない．そ
の要因には要素試験を用いて材料パラメータを同定する
際に，正確な材料パラメータが得られていないことが考
えられる．

本研究ではこの構成モデルを用いて，新たにべき乗の
硬化則を導入し，平面ひずみ圧縮試験のピーク以前での
塑性領域を表現し，定量的な検討を行う．

2. 構成モデル

(1) 基本構成則

変形速度テンソルとスピンテンソルは，弾性部分と塑
性部分の重ね合わせより

Dij ≡ de
ij + dp

ij , Wij ≡ we
ij + wp

ij , (1)

となる．上付き文字 eと pはそれぞれ弾性成分と塑性成
分を示す．このとき，Cauchy応力の Jaumann速度を

◦
σij ≡ σ̇ij −Wikσkj −Wjkσki (2)

と定義する．また，弾性部分はHookeの法則が成立す
るとして有限変形理論に一般化し，

de
ij =

1
4µ

(δikδjl + δilδjk)
◦
σ
′
ij +

1
3κ

δijδkl

◦
σkl

3
(3)

とする．ここに µと κはせん断弾性係数と体積弾性係数
であり，プライムは偏差成分を表している．
塑性部分は文献1)で用いたモデルと同様に，塑性流れ

に非共軸項を加え

dp
ij =

1
H
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σ′ij
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+ βδij

) (
σ′kl

2σ̄
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)
◦

σkl

+
1

2h1

{
◦
σ
′
ij −

1
2σ̄2
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′
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}
(4)

とする． h1はこの共軸性を代表するパラメータであ
る．ここで，H は定数とすることもあるが，ここで扱
う地盤材料の変形特性は，強い非線形性を示すことがわ
かっている．そこで， Ludwikのべき乗則を用いて，非
線形の硬化モデルとする．

H ≡ hn

(
√

3)n+1
(ε̄p)n−1 (5)

また，H を塑性後の接線係数と見なした場合に対し
て， h1を割線係数と解釈することができ

h1 ' H

n
(6)

とする． hは硬化係数， nはべき乗係数と呼ぶことにす
る．式 (3)と式 (4)を式 (1)に代入すると，

◦
σij = CijklDkl (7)
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が基本となる構成則である．ここで，接線剛性C は次
式で表される．

Cijkl =
{

µ̄(δikδjl + δilδjk) +
(

κ̄− 2
3
µ̄

)
δijδkl

}
(8)

− 1
h̄ + µ̄ + 9κ̄β̄ᾱ

{
µ̄

σ′ij
σ̄

+ 3κ̄β̄δij

}{
µ̄

σ′kl

σ̄
+ 3κ̄ᾱδkl

}

となる．ここに

1
µ̄
≡ 1

µ
+

1
h1

,
1
h̄
≡ 1

h
− 1

h1

β̄ ≡ β(1− (h/h1))−1, ᾱ ≡ α(1− (h/h1))−1

κ̄ ≡
(

1
κ
− 9αβ/h1(1− (h/h1))−1

)−1

(9)

と定義する． µ̄は見かけの接線せん断係数のようなもの
であり，非共軸性のパラメータ h1が見かけのせん断抵
抗を低くし，材料の不安定性が促進される要因となって
いることがわかる．本研究では， α ≡ 0， β ≡ 0とする
ため， κ̄, ᾱ, β̄は上付きバーのないものと置き換えられ
る．

(2) 初期降伏条件

初期降伏は，地盤材料のような摩擦性材料を対象とし
ているため，Drucker-Pragerの降伏関数を用いて判定
する．

f = σ̄ − αφI1 − k (10)

αφは初期降伏における内部摩擦角に関するパラメータ
である．

(3) 変形局所化の発生と，その後の微視すべり機構

非共軸項 (式 (4))の導入によって解の不安定性が生じ
る．これに対処するため，二重すべりメカニズムをさ
らに重ね合わせた．具体的には，Hillの不連続条件式
det|niFijklnl| = 0が成立したときに，Asaroによる二
重すべり機構が弾塑性構成則に付加される．全変形速度
テンソル dと全スピンwは次式のようになる

dij = Dij + dm
ij =

1
2

(vi,j + vj,i) (11)

wij = Wij + wm
ij =

1
2

(vi,j − vj,i) (12)

ここに， dmとwmが新たに付加される二重すべり成分
である．

3. 平面ひずみ圧縮試験

平面ひずみ圧縮試験との定量的 (定性的)フィッティ
ングを行い，材料パラメータを決定する．ここでは，線
形硬化則とべき乗則の非線形硬化則を用いた場合で検討
を行う．
解析対象 (供試体)の大きさは一般的によく用いる縦

横比L/W = 2を用いる (図–5 )．要素分割数は 800

L/2
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図–1 平面ひずみ圧縮試験の載荷方法

要素とした．また，履歴による終局強度の差を明確にす
るため，初期不整 u0を与えた．境界条件は，変位制御
で行うため，図–5に示したように，最初に所定の側圧
となるまで水平方向の側方変位∆u(σ3)を与える．その
間，上下端とも y方向固定としている．その後に上端節
点へ鉛直方向変位∆v(σ1)を与え，軸圧載荷をする．

本研究では，線形硬化則を用いた場合2)で検討されて
いないせん断弾性係数 µ/µ0と新たに導入した非線形硬
化則を用いた場合の硬化係数 h, べき乗係数 nの二つの
材料パラメータの検討を行う．

せん断弾性係数 µ/µ0の検討を行う． µ/µ0以外の材
料定数は，文献2)を参考に決定している．ここで，無次
元化に用いる µ0は 38MN/m2である． µ/µ0=0.2, 0.5,
1とした場合の無次元化変位応力比関係を図–2に示し
た． µ/µ0=0.2とした場合には，実験のピーク以前を表
現できていないものの，実験値とピーク応力比とその時
の変位を予測している．また， µ/µ0=1.0は，実験値の
初期勾配を弾性と仮定した場合にその勾配と合ってい
る．

硬化係数 hの検討を行う． h/µ0=1, 1.5, 2, 2.5とし
た場合の無次元化変位応力比関係を図–3示した． µ/µ0

は，実験値3)の初期勾配を弾性と仮定し， µ/µ0=1.0と
した．また文献2)を参考にして，内部摩擦係数 αφ=0.2
とし，降伏点を下げピーク以前での塑性領域を再現す
る．べき乗係数は n=0.28と固定した．硬化係数 hが減
少するにつれてピーク応力比とその時の変位量が減少す
る．

べき乗係数 nの検討を行う． n =0.1, 0.2, 0.25, 0.3
とした場合の無次元化変位応力比関係を図–4示した．
ここでも µ/µ0=1.0, 内部摩擦係数 αφ=0.2とした．こ
こでは，硬化係数を h =2.0とした．相当塑性ひずみが
生じていない降伏直後の初期勾配はほぼ変わらない．べ
き乗係数 nが減少するにつれて剛性低下が早く生じてい
る．特に n=0.1は，他とは違う挙動を示した．

以上の検討より，実験値とフィッティングした四つ
のモデルを図–5に示した．また，軟化後の供試体内部
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図–2 せん断弾性係数 µ/µ0の検討
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図–3 硬化係数 hの検討

の相当残留ひずみ分布図を図–6に記載した．model1
は，実験値の初期勾配を弾性と仮定し，ピーク強度を合
わせた．線形硬化則を用いて，せん断弾性係数を µ/µ0=1
としたものである．他のモデルと比べ角度のない局所帯
が観察できる．model2は，ピーク前のフィッティング
は考えず，実験値のピーク応力比とその時の無次元化変
位を合わせた．線形硬化則を用いて，せん断弾性係数を
µ/µ0=0.2としたものである．明瞭な局所帯が発達し，
実験3)と定性的に合う．model3は，実験値の初期勾配
を弾性と仮定し，ピーク応力比は実験より低いものの，
これも定性的には実験3)と良く合う．非線形硬化則を用
いて，せん断弾性係数 µ/µ0=1，硬化係数 h=2，べき乗
係数 n=0.1としたものである．model4は，実験値の初
期勾配を弾性と仮定し，ピーク応力比とその時の無次元
化変位を合わせた．ピーク以前の塑性領域を定量的に捉
えたパターンである．他と比べ，明確な局所帯が形成さ
れていない．

4. 支持力問題

前章の平面ひずみ圧縮試験で同定された四つのモデル
の材料パラメータを用いて，支持力問題の解析を行う．
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図–4 べき乗係数 nの検討
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図–5 要素試験とのフィッティング
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図–6 供試体内部の相当残留ひずみ分布図

解析対象の有限要素分割の左半分を図–7に示す．境界
条件は底辺を両方向に固定し，左右辺は水平方向のみ固
定である．ここで，載荷板は降伏しないような材料定数
に設定した．載荷方法は図–8に示したように載荷板の
上面に一様な強制変位∆vを与える．

変位荷重関係を図–9に示す．どのパターンも実験結
果4)と比べ，剛な挙動となる．線形硬化則を用いたmodel1,
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図–8 載荷板への載荷方法

model2は，急な剛性低下を生じるが，非線形硬化則を
用いたmodel3, model4は，滑らかに剛性が低下する．

model1とmodel4のA点での相当残留ひずみ分布を
図–10に示す．model1では明瞭な局所帯が観察される
が，model4では局所帯は明確には形成されていない．
model2の剛性低下前後A, Bでの相当残留ひずみ分布を
図–11に示す．A点では載荷板の端部から局所帯の進
行が見られ，B点でV字型の明瞭な局所帯とその内側
に向う局所帯が観察された．一連の局所帯とそれに付随
する剛性低下は，実験と良く合う4)．

5. 結論

白戸・岩熊が提案した軟化を含まない構成モデル1)を
Drucker-Pragerモデルに拡張したモデル2)を用いて，
異なる硬化則を導入し，強度予測を行った．
• 線形硬化則を用いると，局所帯内部に変形が集中
し，強度が急に低下し，実験により近い結果が得ら
れる

• 一方，非線形硬化則の場合には，強度が緩やかに上
昇してしまう

• べき乗則の硬化係数を大きくしたまま，べき乗係数
nを調整したことから強めの予測になった
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